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Лекция №7

5. Метод конечных разностей


Также как и при решении методом конечных разностей обыкновенных дифференциальных уравнений в основе решения уравнений в частных производных тем же методом лежит конечно-разностная аппроксимация производных. В области изменения независимых переменных уравнения L(U)=0 вводится сетка с достаточно малым шагом  h.  Алгебраическое (или трансцендентное) уравнение  Lh(U)=0 ,определенное в узлах сетки путем замены производных их конечно-разностными соотношениями и называемое сеточным или разностным уравнением, должно обеспечивать при неограниченном измельчении сетки при h(0   для любой достаточно гладкой функции      Lh(U)  (  L(U). При этом величина      ( Lh(U)  -  L(U)(.   называется локальной погрешностью или погрешностью аппроксимации (дискретизации). Погрешность аппроксимации легко определяется при помощи разложений в окрестности данного узла сетки достаточно гладкой функции в соответствующие ряды Тейлора.


В основе решения уравнения в частных производных методом конечных разностей лежит конечно-разностная схема аппроксимации производных, которая во многом напоминает описанную ранее процедуру для обыкновенных дифференциальных уравнений.

Аппроксимация осуществляется в три этапа:
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Сначала в области решения вводят равномерную сетку (узловых точек(, соответствующую характеру задачи и граничным условиям. Затем решаемое уравнение в частных производных записывают в наиболее удобной системе координат и, представляя производные в конечно-разностной форме, приводят его к виду разностного уравнения. 

Полученное разностное уравнение используют в дальнейшем для описания функциональной связи между соседними узлами сетки. Разностное уравнение записывают для всех узлов сетки и получают в результате систему  n уравнений с  n  неизвестными. На последнем этапе полученную систему n уравнений с n  неизвестными решают одним из численных методов. На первый взгляд эта процедура, состоящая из трех этапов, может показаться простой и прямо ведущей к решению, однако это не так - широкое разнообразие типов и размеров сеток, видов уравнений, возможных конечно-разностных аппроксимаций и методов решения получаемых систем уравнений делают задачу численного решения уравнений в частных производных исключительно многогранным исследованием. Наиболее часто используются следующие виды сеток:

а) прямоугольная; б) полярная; в) треугольная; г) скошенная.


Нередко приходится иметь дело с областями неправильной формы. Хотя границы таких областей нельзя точно задать с помощью какой-либо одной из указанных сеток, существуют специальные методы, с помощью которых можно так модифицировать стандартные сетки, что они позволяют описать границу сложной конфигурации. Информацию о коэффициентах при значениях функции в выражениях для конечно-разностных аналогов производных удобно представлять с помощью вычислительных шаблонов, являющихся диаграммами, показывающими, какой вклад вносят узлы сетки в рассматриваемую производную. Ниже приводятся вычислительные шаблоны для наиболее часто встречающихся производных.
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Аналогично   
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 и т.д.,  например:


Все приведенные вычислительные шаблоны имеют погрешность порядка h .

Следует отметить, что   можно построить и более точные (имеющие меньшую погрешность) вычислительные шаблоны, если включить в рассмотрение дополнительные узлы. В основе всех построенных до сих пор вычислительных шаблонов лежит центрально - разностная аппроксимация. Иногда, чтобы свести к минимуму распространение ошибок, пользуются левыми и правыми разностями. Вычислительными шаблонами следует пользоваться с осторожностью, так как построенное с их помощью разностное уравнение, аппроксимирующее дифференциальное уравнение в частных производных, при счете может оказаться неустойчивым. Разностная схема считается неустойчивой, если погрешность, каково бы ни было ее происхождение, с течением времени не убывает.

Границы неправильной формы.

Вычислительные шаблоны для конкретного дифференциального уравнения в частных производных можно видоизменить так, чтобы учесть неправильную форму границ рассматриваемой области. Для этого, записывая производные в центрально-разностной форме, следует учесть вклад узлов, лежащих на границе области. В качестве примера рассмотрим вычислительный шаблон уравнения Лапласа в области ограниченной произвольной кривой.


Вторые частные производные для узлов, лежащих на границе области, можно записать в виде.
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Сложив две производные, получим   ( f. После ряда преобразований найдем:

( f ( 
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Соответствующий вычислительный шаблон представлен ниже.

Методы решения.

Применив вычислительный шаблон к каждому из  n  узлов сетки, получим систему   n  уравнений, которая может быть линейной, если исходное уравнение имеет соответствующую структуру. В этом случае придется решать систему уравнений вида:
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Обычно матрица коэффициентов оказывается (разреженной( (содержит много нулевых элементов), так как в большей части вычислительных схем используется лишь несколько соседних узлов, а не все узлы сетки. 

Методы решения таких уравнений делятся на прямые и итерационные. Прямые методы позволяют получить точное решение, выполнив конечное число операций. Примером прямого метода может служить правило Крамера для решения совместных линейных алгебраических уравнений. Обычно для больших систем уравнений прямые методы неэффективны, так как при их применении требуется выполнение огромного объема вычислений и очень большой объем памяти ЭВМ. Поэтому чаще всего пользуются итерационными методами. Сущность итерационных методов заключается в многократном повторении одного и того же простого алгоритма, который дает результат, постоянно приближающийся к точному решению. Итерации начинаются с задания начального приближенного решения. Затем начальные значения переменных в узлах сетки последовательно меняются, пока не достигается заданная точность решения. Быстрота сходимости итерационного метода сильно зависит от степени точности начальной аппроксимации. Поэтому интуиция инженера может оказать большое внимание на эффективность вычислительного процесса. Итерационные методы подразделяются на точечные и блочные. В первом случае алгоритм используется для модификации приближенного решения в одном узле сетки, покрывающей область. Во втором случае решение модифицируется сразу в группе узлов сетки. Наиболее часто применяемые точечные методы: Метод Якоби, метод последовательных смещений, метод последовательной верхней релаксации. Эти методы знакомы по курсу (Численные методы и оптимизация(, поэтому, здесь они рассматриваться не будут.

Рассмотрим пример решения дифференциального уравнения в частных производных.

Пример 3. Определить прогибы прямоугольной шарнирно-опертой пластины при распределенной нагрузке, направленной перпендикулярно плоскости пластины.


Будем рассматривать изотропную пластину постоянной жесткости. Разрешающее уравнение такой пластины имеет вид: 
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где ( = ( (x,y) - функция прогибов,    q =q (x,y)  - поперечная распределенная нагрузка,

       D - цилиндрическая жесткость:          D = 
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Разделим пластину в каждом направлении на четыре части: (x = a /4,   (y = b / 4 . 
Точки 1 - 9  - внутренние узловые. 
[image: image15.wmf]Точки       - IX  граничные точки.

Используем формулы (или шаблоны):
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Точка 1.   
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В силу граничных условий имеем: ( I =( II  = ( III =( IV= ( V = 0
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Последние два условия, записанные в конечных разностях, дают:
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откуда, с учетом  ( IV = ( II = 0,

получим: ( ( = - ( 1  ,       ( ( = - ( 1

Таким образом, алгебраическое уравнение, соответствующее первой узловой точке, принимает вид:
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Точка 2.
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)

[

]

(

)

1

6

4

4

2

4

2

1

6

4

4

4

2

5

8

2

2

2

5

1

3

4

6

4

2

1

3

2

D

D

D

D

x

x

y

y

q

D

V

V

IV

VI

II

VII

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

w

g

-

-

+

+

+

-

+

+

+

+

+

+

+

+

-

-

+

+

=

(

)



В силу граничных условий: ( II = ( V = ( IV = ( VI = ( VI = 0      ( ( = -( 2

и уравнение, соответствующе 2-ой узловой точке принимает вид:
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 Точка 5.
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Для упрощения решения положим q=q0=const, (x=(y=a/4, a=b, т. е. имеем квадратную пластину при равномерном давлении и сетку с квадратной клеткой. Тогда из симметрии следует

(1=(3=(7=(9;
(2=(4=(6=(9.  Тогда разрешающая система алгебраических уравнений с учётом вида уравнений, построенных для узловых точек 1, 2 и 5  будет иметь вид:


- 16(2 +  2(5 =  20(1 qa4 / 256 D

-16(1 + 28(2 —  8(5 = qa4 / 256 D

   8(1 —32(2 + 20(5 = qa4 / 256 D   

Из решения этих уравнений имеем: 
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Максимальный прогиб (в точке 5) :
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6. Метод конечных элементов

Метод конечных элементов для описания сплошных сред впервые был применен в середине 50-х годов и с тех пор завоевал известность исключительно полезного инженерного метода. Он широко применяется в гидродинамике, теории поля, при расчете сложных напряженных состояний и в других областях. Хотя метод конечных элементов применяется для решения тех же задач, что и метод конечных разностей, основаны они на разных идеях. В методе конечных разностей производится аппроксимация производных, входящих в дифференциальные уравнения. Математическая основа МКЭ - вариационное исчисление. Дифференциальное уравнение, описывающее задачу, и соответствующие граничные условия используются для постановки вариационной задачи, которая решается непосредственно. С этой точки зрения МКЭ представляет собой неявное применение метода Ритца на отдельных отрезках. В МКЭ физическая задача заменяется кусочно-гладкой моделью. В этом смысле МКЭ позволяет инженеру использовать свое интуитивное понимание задачи. Рассмотрим основы МКЭ на примере исследования напряженного состояния тела, хотя это можно было бы сделать на других примерах.

  Основные этапы применения МКЭ в применении к решению задач механики сплошных сред

Если физические свойства тела изменяются в точке или вдоль линии, то можно изменять форму, размеры или ориентацию элементов на этом участке тела.



Следующий этап применения МКЭ состоит в выборе какой-либо схемы интерполяции, позволяющей выразить неизвестную функцию (в нашем случае – перемещение) в любой точке внутри элемента через его значения в узлах. Обычно перемещение задается каким-либо простым полиномом. В пределах каждого элемента для интерполяции значений перемещения используются полиномы с коэффициентами, определяемыми в процессе решения. 

На следующем этапе выписываются  зависимости между напряжениями и деформациями в узлах всех элементов. На этой стадии с большой пользой может быть использована концепция матрицы коэффициентов влияния. Зная соотношения между напряжениями и деформациями элементов, можно построить такие же соотношения для системы в целом.  При этом деформации соприкасающихся элементов должны быть равны, а силы, действующие в узлах, должны составлять в сумме внешнюю силу, приложенную в той же точке. В результате получается система линейных уравнений вида:

[ k ]  { d } = { R }, где    [ k ]  - известная матрица жесткости системы, 

         { d } - вектор перемещений системы,          { R } - вектор нагрузки.

Полученная система уравнений содержит много нулевых элементов, так как не каждый узел принадлежит каждому элементу. В случае произвольной деформации каждый из m может иметь  n   перемещений (например, по x   и   y  в плоском случае). Поэтому матрица жесткости будет иметь размерность  n m ( n m , а векторы деформации и силы - размерность   n m .

Некоторые значения перемещений непосредственно определяются граничными условиями. Известные значения перемещений можно исключить из системы уравнений и тем самым понизить ее порядок. Можно поступить иначе, приняв один из диагональных элементов матрицы жесткости, равный какой-либо большой величине, намного превышающей значения других элементов, этот прием имеет важное преимущество, позволяя сохранить исходную форму системы уравнений, и часто используется при формировании пакетов программ, разработанных на основе МКЭ. Поскольку получается разреженная система уравнений, для ее решения удобно пользоваться методом последовательной верхней релаксации ( еще более  прогрессивный способ - упаковка разреженной матрицы. Последние методы будут рассмотрены в дальнейшем). В результате получают значения перемещений для всех узлов. Получив распределение перемещений, можно с помощью обычных уравнений теории упругости найти распределение напряжений и деформаций. Из сказанного следует, что матричные методы позволяют лучше организовать подготовку программы и решение задачи. Универсальность МКЭ позволила разработать на его основе программы для ЭВМ, позволяющие решать самые разнообразные задачи.

Общие рекомендации по решению дифференциальных уравнений в частных производных. 

Поскольку каждому уравнению в частных производных присущи свои особенности, а граничные условия делают каждую задачу непохожей на другие, то практически невозможно сформулировать общие рекомендации, которые были бы полезны при решении таких уравнений. Однако во всех случаях полезно иметь в виду следующие правила:

1. Сначала следует выяснить, какова должна быть точность искомого решения. Если она высока, то для решения данного дифференциального уравнения может потребоваться весьма мелкая сетка или разбиение тела на очень малые элементы.

2. Затем надо внимательно изучить форму области, в которой отыскивается решение. Учесть симметрию и т.д.

3. Следует тщательно выбирать начальные значения переменных. При использовании итерационных методов скорость сходимости прямо зависит от близости исходных данных к решению.

Если хорошее исходное приближение задать не удается, то может оказаться полезным разделить решение задачи на два и более этапов. На первом этапе с помощью весьма грубой сетки или разбиения на очень крупные элементы получают хорошее исходное приближение, а затем уже ищут точное решение на гораздо более мелкой сетке или разбивая тело на мелкие элементы.

4. Следует выбрать метод, более всего подходящий для решения данной задачи. Помощь в этом может оказать приводимое ниже сравнение МКЭ и метода конечных разностей.

	Метод конечных разностей
	МКЭ

	Приближенный метод решения дифференциальных уравнений.
	 Приближенный метод решения задач, описываемых дифференциальными уравнениями.

	Включает решение больших разреженных систем уравнений.
	Включает решение больших разрешенных систем уравнений.

	Постановка довольно проста, содержит мало выводов и выдач.
	Постановка может быть достаточно сложной, с многочисленными вводами и выводами.

	Обычно используются правильные сетки. Трудно выбрать экономическую сетку.
	Весьма велик выбор типов, форм и размеров элементов.

	Обычно структура не имеет ничего общего с физической задачей.
	Структура близка к действительной физической задаче.

	Плохо приспособлен для решения задач с неоднородным и анизотропным распределением параметров.
	Позволяет решать задачи с неоднородным и анизотропным распределением параметров.

	Для решения каждой задачи составляется своя программа.
	Позволяет создать универсальные программы.

	Чтобы получить решение, достаточно описать задачу дифференциальным уравнением.
	Требует достаточно высокой квалификации - опыта.

	Каждое решение применимо лишь для конкретной задачи - решения не допускают обобщения.
	Каждое решение применимо лишь для конкретной задачи - решения не допускают обобщения.

	Представление граничных условий связано с трудностями.
	Представление граничных условий не вызывает затруднений.
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Первый этап состоит в разделении тела на малые элементы простой формы, соприкасающиеся в точках, которые называются узлами. Разделение на элементы можно выполнить множеством разных способов,  так как выбор размеров, формы и ориентации элементов целиком определяется представлениями инженера о том, как прежде решить задачу. Элементы плоского тела имеют обычно треугольную или четырехугольную форму, а элементы трехмерных тел - форму тетраэдров или гексаэдров. Те участки тела, для которых из физических соображений требуется получить более детальную информацию, разбиваются на большое число мелких элементов
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Построение  в области решения сетки, содержащей n узловых точек.  Конфигурация сетки должна соответствовать  характеру задачи и граничным условиям
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Из этих элементов строятся более сложные вычислительные шаблоны для дифференциальных уравнений. Сложение производных осуществляется суперпозицией соответствующих вычислительных шаблонов. Этим методом собраны вычислительные шаблоны для  ( f и  (2f   приведенные ниже.








Использование дифференциального уравнения в частных производных для получения разностного выражения, описывающего функциональные связи между соседними узлами сетки.





Решение полученной системы  n  уравнений с  n неизвестными с целью
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Здесь а(1      и    в (1
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При а=в=1  получаем обычный вычислительный шаблон для уравнения Лапласа. Этот же метод применим для любого уравнения в частных производных, которое можно представить в форме вычислительного шаблона.





Разделение тела на элементы





Выбор схемы интерполяции неизвестной функции (например, перемещений)внутри элементов





Вывод уравнений для системы в целом





Вывод зависимостей между перемещениями и деформациями элементов
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